Allungamento

mg
k

Posizione

molla =0 CP

riposo massa

XI

A

Analisi delle forze agenti

[ -

m

mg

OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

X'=x+ 09 —mX'—kX'+mg =0

X'=X

—mX—k(x+%)+mg =0
—mX—kx—mg+mg =0

mX +kx =0

Equazione del moto non influenzata dalla forza
peso



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. k s

mx +kx = 0 X+—X=X+w'x=0
m
Xx(t) =C,e" +C,e™
2 +w’ =0 2, =tlo,

x(t) =C.e' +C e

X T X(t) = C, cos(m,t) +C, sin(w,t)
X(t) =C, cos(mw,t + @;)
X(t) =C, cos(w,t + ¢,)



OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. 1 Energia totale
E.==m-x° . .
2 B E=ErE,=Jmi ok
1 ) 2 2
E,=—-k-X
2
X(t) = Asin(w,t)
K Soluzione trovata .
X(t) = Aw, cos(m, t)
1 , 1 - 2
m E= Em-(Aa)n cos(a,t)) +§k-(Asm(cont)) =

2
X = A?(m w’ cos”(w,t) +ksin® (a)nt))

2
E=cost > mo’ =k E:A?(mkcosz(a)nthksinz(a)nt)]:
m

K 2 2

On =1 = A2k (cosz(a)nt)+sin2(cont)):

m = Ccost




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. MX + kx = FoeiQt = Fo COS(Qt) (Q * C()n)

X(t) :Eeth + Czezzt]+[Xe‘Qt]

Integrale generale Integrale particolare
omogenea associata non omogenea

K Verifica validita integrale particolare non omogenea:
x(t) = Xe'* X(t) = iQXe™
m X(t) _ _QZ XeiQt

X F(t)=F,cos(Qt) — mQZXeiQt + kxeiQt _ FoeiQt

KR KR 1 K 1
L 2 2 2
k —mQ kl_mil kl_ O

X




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO T
KXei.Qt
it

Freccia
statica

(PXeix ¢

T Xelsx

K Xe'“® l

1( \
F 1
Q 2
0
\_ n/ _J
Fattore di
amplificazione
dinamica
mQ2Xe'® M
m

iXe

-

mQZ xeiQt

T m
QZXe"Qt l FoeiQt

10
18]
Q
IS
E 5
'-E J
(5}
c
2
N
1]
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= 0
=
S
5+
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L
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©
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OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX + kx = F e""n X + @, 2y — ie'a)n
m
x(t) ={xte™ X(t) = Xe'" (L+iw,t)
e st g(t) = o, Xe " (20 - o t)

%) - i F i ot
o, Xe'" (2i — . t)+ o’ Xte ntzﬁe :

2i X — o’ Xt + w? Xt _R
m

X F(t)=F,cos(m,t)
FF' 1 R o,

X = = :
m 2w, Kk 2i




Fa)
2i

Ampiezza/Freccia statica

't = —

OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Dato che, in corrispondenza di ®,,
il sistema e in grado di oscillare
senza cedere energia all’esterno,
tutto il lavoro fatto dalla forza
applicata si tasforma in aumento
del suo contenuto enegetico.

40,

20

- 20

- 40
0

t/T



OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

27

. F .
X=-i—Lowte T
(t) P

Forza
esterna

g™’ (1+| t)]{ i—2 ’te'™

Jooe
a)e"
K

o 2 F lw,.t
% b 2| o gien
n__
Forza Forza
d'inerzia elastica
F
k

Forze agenti normalizzate

10

= Forza d'inerzia ”
— Forza elastica /\

= FQrza esterna /\
y

- 10

o



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

Forzante armonica di ampiezza proporzionale al quadrato della pulsazione

Asse di rotazione

@
2

MX + kx = m_ AQ%e"*
m A

X+ X = Q%™

x(t) = Xe'™  x(t) =iQxe*™
X(t) = —Q% Xe"*
m A

_QZXeiQt +a)n2xeiQt _ QZeiQt
ml\,;IAQZ m|\;|A
X = 0 —OF
n n_1



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Eccitazione per moto del supporto

mX +k(x—y)=0

1Qt

a)ZYeiQt

n

g K\ i
X+w'x=—Ye =

yip mX + kx = ky = kYe -

x(t) = Xe'™  x(t) =iQxe™
X(t) = —Q°Xe'™

—Q*Xe" + W Xe'™ = w2Ye!™

2
Y

X = 260n 2~ Yz

oy — €2 1_9_



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

F m)'(°+kX= Bt

x(t) :[Aie“””t + Ble‘i“’“t] B,

A

Integrale generale Integrale
omogenea associata particolare non

—

omogenea

x(t) = Xt X(t) = X

K




OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

F mX + kx = Bt
x(t) = Ae'' + Be +Et
Condizioni {X(O) =0

t inizial %(0) =0 |
x(0)=A +B,=0 ‘ Alzii
2k,
. _ B =
X(0)=lw,A —10,B, +— B _ i B
K 1=
’ 2K,

\

Q

n

() = E£. e _iﬂﬂ]: E(Z‘ 2iSin(a)nt)+tj:E(t— S"‘(”nt)j
a)n



x(t):g t

Spostamento normalizzato

X(t)
BT

K

Spostamento/valore statico

: t
Bt t 2r
K

_Sin(e,t) | _ BT |t

g

OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile “a rampa”

Sin(2
T

Spostamento normalizzato

) kK | T

n

\

27T

= Spost. normalizzato

| = Spost./valore statico

tT

Spostamento/valore statico



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

' Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale
F
N
F ( F
o ; F=—"t=Bt 0<t<r
; 4 T
F=Bt-B(t-r)=F, r<t

T t

(OS'[SZ' x(t)—%[t—sm(wt)]
| X(t)—%(t Sin(w, t)J —E((’[—r)— Sin(a)n(t—f))j:
a)n
_B[. Sln(a) ) , Sina, (t—7))
== o

.



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO

' Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale
| Sin(2z L)’
IN(Z7T —
o<t<, XOK_T|U_ T
F T | T 27
\ J
) ot XDk _,_Sin(eyt) Sin(e,(t-7)) _
F T, T,
1T (Sin(a)n (t-7) Sin(a)nt)j
T 27 27T




OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale

!

— /T=0.5
— /T=1.0
— 1/T=1.5

T=2.0
\

0

005115225335 4455556657758859 9510

t/T

Spostamento normalizzato
o o o o = = = =
[ w I3 ~ o o ) > o =
[e] (2] S N [{e) 5] (2] B N (o]
\ D B
Ny
|~
—
‘ P——
———
——
_—
—



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con forza variabile a gradino con rampa iniziale

Spostamento max./valore statico
e
|
|
)
{
)|
:I
'I
{
|

dT



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con impulso | al tempo t=0

F Condizioni
] | iniziali
/dt F=lim —
dt—o dt {X(O) =0
l—mv = ve— X(0) =v
m
dt t

x(t) = Ae'" +Be"'™

v .
X(0)=A+B,=0 =~
0)=A+B, A=
() =i A —ioB =1 | a_; |
X( T n nl_m Blzl
’ | 2mao,
ISin(w,t)

a)m( —je” ) Za)nm(IZISIn(w”t)): 2o

X(t) = >



OSCILLAZIONE SISTEMA 1 G.D.L. NON SMORZATO
Sollecitazione con impulso | al tempo t=1

N F
|/dt - :
ISIn(ew_(t—7
()=o) -y
2 2m,M
X(t)=0 t<r
dt t
£
|
La forza di andamento generico puo essere vista come
una successione di impulsi di valore F(t) dr.
\F F(t)

x(t):—j- F(z)Sin(a, (t-7))-dr

=

dt

T Integrale di convoluzione o di Duhamel




OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. m¥x +cx+kx=0
X(t)=A-e* + A -e*
c k a2+£a+£:0
m m
¢cc .k
m A=—-4—=0 — c=c,=2vkm
m m
X c>c, — A>0 C +1\/(:2 k

a,a, reali<0 27 oamT2

10 -
X(t)




OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

c<C —> A<O0

Ccr

Sistema ad 1 g.d.l.

2
a,, a, complesse coniugatez—iiii\/4£_c_

2m 2\ m m?
_c
CCI’
c K C ek C \/? C
= = = a)nzfa)n
2m  2mvk  2JkmVm ¢,
m 2
Lk

20

a1,2 — _gwn T ia)s
X(t) _ Ale(—fa)n+ia)s)t + Ble(—z;‘wn—ia)s)t _ e—fa)nt (Aieia)st + Ble—ia)st) ﬂo
X(t) = e ' (Acos(m,t) + Bsin(a,t)) .




OSCILLAZIONE LIBERA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l.

C
EF=— Per la maggior parte dei sistemi meccanici e
Cer piuttosto piccolo (< 0.1)

. g2
O =0 1=eT o V1-0.2% =0.990,
£=0.1

Per questo e solitamente possibile trascurare |'effetto dello
smorzamento sul valore dei modi propri



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l.
! & Analisi delle forze agenti
A A
—m- X —C-X -K x
c k X T
m
" F(t)=F,cos(€t)
X - . .
F(t)=Focos(€2t) mX + cX + kx = F, cos(Qt)




OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX + cX + kx = FO COS(Qt)
X(t) :[ X -cos(Qt - go)}[e‘f“’"‘ Asin(a,t + ¢)]
Decremento termine esponenziale
k 1 T T T T T T T T T

c —£=01
— £=0.05
— ¢£=001

0.8

0.6[]

X F(t)=F,cos(Qt)

0.4

Ampiezza/Valore iniziale

0.2

Nel grafico chiarire di quale

0 : :
80 90 100



OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistema ad 1 g.d.l. mX 4+ cX + kx = FO COS(Qt)

58
X(t) :[ X -cos(Qt — go)}[e‘f“’"‘ Asin(m,t + ¢)]

c y X(t) = X -cos(Qt — ) pert >t
Q
m F 1 S
X =0 - %
K > > @ = arctan >
5 el o
1- > + 2g7 7 9
X F(t)=F,cos(Qt) Wy @, @



Angolo di fase (°)

X =

Fy

1

S

n

0?2\ O
. ,

n

;

-10

-20

—-30

— 40

—-50

- 60

- 70

- 80

—-90

- 100

- 110

-120

- 130

— 140

- 150

- 160

- 170

—-180

0 0.5

OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

10
[ EJZO

9 e=0.1

— =0.2

8 e=0.4

Fattore di amplificazione dinamica
al

2
1 \
e
0o 0.5 1 15 2 2.5
Q/lon
Q
—2&5=
a)n
Q= arctan >
Q
1-—
w




Rapporto di frequenza per il quale
si ha il massimo valore del fattore
di amplificazione dinamica:

o] -

n

Massimo valore del fattore di
amplificazione dinamica:

Fattore di amplificazione dinamica

OSCILLAZIONE FORZATA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

5

45

T ——

4

3.5

3

%\;

2.5

2

1.5

1

0.5

2.5




OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

) Fy gl
istemaad 1 g.d.l. X+§a) X+a) x——e
m
X(t) X(t) = i, Xe'™"
Integrale particolar Y 2 It
nosgo?nzgpeanego B X(t) = _a)l’l Xe ’
‘ ‘ 2/ it | 2\ iyt 2y it Mo
— @, Xe' +12&w Xe'™ + @ Xe'™ =Ee"”n
" F
— @’ X +i2é’ X + @0 X =L
m
X F(t)=F,cos(w,t)
. h 1 KR k K1

m 2iéw’  km 2iéw’ k 2&



OSCILLAZIONE FORZATA IN RISONANZA SISTEMA 1 G.D.L. SMORZATO

Sistemaad 1 g.d.l.

(@)

F(t)=F,cos(m,t)

X(t) =& (Ae"™ +Be ™) - F? % el
Condizioni X(0)=0

iniziali X(O) ~0

X(O):Ai-l-Bl k20§:0

x(0) = 1- &2 2k§

4ng17 i fi=2)

k]




(@)

LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — @)

/

/

7

F(t)=F,cos(w,t)

\%



LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — @)

k

2]

F(t)=F,cos(w,t)

/

\

/
-

dL = F(t)dx = F(t)x-dt




(@)

y

LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)=F,cos(Qt)
X(t) = X -cos(Qt — @)

k

2]

F(t)=F,cos(w,t)

7

e
g%

dL = F(t)dx = F(t)x-dt

L:]-F(t)x-dt

\%



(@)

LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

T T
L= [F(t)k-dt = [ F, cos(@t)QX sin(Qt — ) di
0 0

]
= F,QX j cos(Qt)sin(Qt — ¢)- dt
0

k

T

% = FOQXI%[sin(ZQt — @) +sin(—g)]- dt
o 0
FROX . p FROX .27
F(t)=Fy,cos(m,t) — 02 Sln(gp)jdt —_0 S|n(¢)E:
0

= 71k, X sin(¢)



 cdLSpecialistica/Magistrale in Ingegneria Meccanica WP
F(t)/FO S
N N

LAVORO DI UNA FORZA ARMONICA IN UN CICLO

F(t)/FO

¢ =0°0180° | |
T L=0 i T f \
X()/X X(t)/X

@ =45°

L=z, X~

X()/X

¢ =90°
L =7, X



_m.xT _C.;[ T_KX X(t) = X -cos(Qt — )
T X(t) = —QX -sin(Qt — )

X(t) = —Q*X -cos(Qt —¢)

l F(t)=F,cos(Qt)

Forzaelastica molla =—kx — fase con x(t) =180° —» L, =0

Forza smorzatore = —cx — fase con x(t) = 270° — L_ = 7cQX?
Forzainerzia =—mX — fase con x(t)=0°— L, =0

4

Lavoro F esterna = 7, X sin(¢) = L,



aF, X sin(p) = 7cQX *

l F(t)=F,cos(Qt)

Se Q=w, > ¢=90°

k €2k ko2&
2+/km

$

F .
=——SIn
cQ 2

Da soluzione generale

X - F, 1
k 2\2
L
a)n
F 1



DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO

AACTANAN NI NNCADENE
IVICIVUU ULL VCEURLIVIEN

Si basa sull’andamento delle ampiezze di oscillazione
rilevate sulla struttura, in seguito ad una perturbazione
iniziale.

1 T T T T

m N
05

A ]\K Z\xﬁ JAWay AN
e

x(t)/x(0)

-05

T

X(t) = e ' (Acos(m,t) + Bsin(a,t))




1 . . . . Decremento Logaritmico
N
—Sw,t
o [ I osem = | cep T 2F
: e—fa)n(t+T) n n o,

X(t)/x(0)
p}/
Ef’
p’
)
>ff
2
j

- 0.5 e

pavesace I A A
WE .
N

S

-1 B

0 2 4 6 8 10 5 _
i Jar+68°

Rapporto di ampiezza tra due picchi successivi
7227
a)S
R — e " (Acos(ayt) + Bsin(a.t)) e
e T (Acos(e, (t+T) + Bsin(w, (t+T7)) e 20T




| | | |
[T} ~ Ty) = Tp) o
o i o

1
Lo
<

4
3.5
3

eoIWRUIP Buoizedljijdwe Ip aione

QL DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLO SMORZAMENTO RELATIVO
METODO DELLA LARGHEZZA DI BANDA
Si basa sull'andamento del coefficiente di amplificazione dinamica del sistema al
variare della frequenza della forzante
6 T T T T T T T T T
5.5 7]
Gp==eeccccccccccccccccdecpedecccccccccccccccccnaaa Eh
D
: T2
A
OIZ OI4 OIG OIS

olon



Calcolodir,edr,

b D _ 1 r=—
ey V2 22 !

D=
‘ Ja-r2f + (&)

1 1
Ja-r?f ragrr 2V2¢

Elevando al quadrato
1 1
(1—r2)2+452r2 8s*

r*+2r2(2£2 —1)+ (1-8£2)=0

2 =1-287 +)(267 1] —(1-867) =1- 267 +,J{4 — 487 +1)-(1-8E7) =127 4 2¢ 1+ &7



r2, =1-2&%+ 28,1+ &2
Per £<<1
r?, ~1-2&242¢
[, =1-2E2 £2¢
Per x<<1 si puo porre
X
V14X zl+§+... ‘ ra’bzl—fzig
rn=1-&-¢ rh=1-&"+¢&
5 ~ h—T





