Modélli M atematici per il Moto di Fluidi

1. Leggi fondamentali per I'analisi della dinamica dei fluidi
L'esperienza mostra chei principi cui s richiamano le equazioni da

applicare per risolverei problemi di dinamica del fluidi fanno capo a

note leggi fondamentali della natur a:

» Conservazione della massa
L a massa non puo esser e creata ne distrutta, ma solo trasportata.
» Leggi delladinamica

= Principio di inerzia: un corpo resta in quiete o in moto rettilineo

uniforme fino a quando for ze ester ne non ne modificano lo stato

= 2% legoe della dinamica o (meglio) il principio di_conservazione

della guantita di moto:

Fom® o podu)

dt dt

= Principio di azione ereazione: ad ogni forza (azione) corrisponde

unareazione uguale ed opposta.

» Principi della termodinamica

= Primo principio: I'energia non puo né essere creata né distrutta,

ma solo trasportata, trasfor mata o immagazzinata.
AQ=dU +dAd

= Secondo principio:

In un senso generale, questo principio afferma che, nonostante
I'energia non s crel né s distrugga, essa tende a degradars da
forme piu elevate (energia cinetica o potenziale) a forme meno

elevate (calore ed energia interna a basse temperature).
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Sono inoltre necessarie equazioni aggiuntive per "chiudere" il

problema:

Equazioni di stato

Esse sono necessarie per definire le relazioni tra le varie proprieta

di un fluido dato un numero minimo di variabili (ad es., due)
p=p(p.T) s=3(p.T)

Equazioni costitutive

Sono necessarie per definire variabili aggiuntive chiamate in causa

dalle equazioni di bilancio, quali ad es., gli sforzi viscos e i fluss

termici che non possono esser e direttamente deter minate sulla base

delle variabili indipendenti

A questo proposito € bene distingueretra:

e Proprieta estensive ed intensive

a) Estensive: il loro valore dipende dall’estensione (in massa o
volume) e sono additive

Ad es.: U,H,SE,E, E.V,M

edatoun sistema = = Uzi s haMg=>.M;, Ex =D E, €cc.

b) Intensive: il loro valolr_é non dipende dall’ estensione ma esprime,
in genere, una proprietalocale
Ad es:. pTw e i valori specifici delle proprieta estensive

N
uhseeye.v,0 e dato un sistema z=[Jz; s ha, in generale,
i=1

Tiot # Zi T Pt # Zi p; , ECC.
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2. Generalita sulle equazioni di bilancio della fluidodinamica

» Sono basate sul concetto di bilancio, che s applica alle proprieta
estensive di sistemi, in generale, aperti cioé che consentono scambi

di massa ed energia

AC . )
A Cin =~ Cou Scambi non dovuti
Scambi dovuti /} | al moto del fluido
al moto del fluido
in ingresso o uscita 4 <+

—>

Ciascuno dei principi fondamentali della fisica puo essere espresso in
forma di bilancio per ottenere una corrispondente equazione.
Si possono aver e

» Equazioni per volumi o masse di controllo finiti (I ntegrali)

A A
,J
—
—
| el
Volumedi controllo Massa di controllo
(forma Euleriana) (forma Lagrangiana)

» Equazoni Differenzali
¢ S tratta di relazioni locali ed istantanee, anche se ottenute come
limite di bilanci su volumi (o masse) finiti che spesso richiedono

una soluzione numerica (basata su volumi o masse finite)
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Nello scrivere le equazioni € possibile adottare due diversi punti di
vista:

¢ Punto di vista EULERIANO (0 spaziale o locale)
S fa riferimento ad un volume di controllo o ad un punto nello
spazio r={x,y,zZz per scrivere equazioni (integrali o differenziali

rispettivamente) cheriguardano il fluido ad associato

— » scambi avvettivi ~~~ Scambi non avvettivi

Volumedi Controllo Punto nello spazio

Nelle equazioni di bilancio, in questo caso, compaiono
esplicitamente termini legati sila a scambi awwettivi (coinvolgenti
scambio di fluido) che non avvettivi.

Per la genericavariabileintensiva c s ha

c=c{x vy, zt}
ela sua derivata temporale € semplicemente la derivata parziale
ac
ot
Esempio:
Il bilancio termico di una stanza con porte e finestre rappresenta una
forma euleriana di bilancio di energia, perché e scritto facendo

riferimento ad un volume ben definito.
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¢ Punto di vista LAGRANGIANO (o materiale o sostanziale)

S fa riferimento ad una massa di controllo o ad una particella
materiale di fluido (che s muovono quindi con la velocita del fluido
rispetto al sistema di riferimento) per le quali si scrivono equazioni
(integrali o differenziali rispettivamente) che riguardano il fluido ad

esse associato

~~~, Scambi non avvettivi

Massa di Controllo Particella

L e equazioni in questo caso non coinvolgono esplicitamente termini
legati a scambi avvettivi, perché gli scambi di fluido con I’ esterno sono
per definizione nulli.

Risulta:

=w=velocita del fluido

Per la generica variabileintensiva c[xp(t),yp(t),zp(t),t] s ha:

Dc_oc _ dc, 6 . oc oc_oc  _
= tXp ot Yooty - = twWlc
Dt ot 0X oy 0z ot

dove Dc/Dt e detta derivata lagrangiana.
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Esempio:
Il bilancio di energia su di una massa di fluido (ad es.,, 1 kg) che

percorre un condotto rappresenta una for ma lagrangiana di bilancio.

S haancheun punto di vista “generale” di cui quelli visti sono

casi particolari r(t) ={Xyps(t), Yops(t) zops (t)} (Obs=0sservatore generico)

Esempio riassuntivo:

» Monitorare la concentrazione di pesci nel tempo in divers punti di
un cor so d'acqua (ad esempio da divers pontili) traduce un punto di
vista euleriano: s puO ottenere una mappatura di valori di
concentrazionein n punti ad mistanti tempor ali

c(ty)=clq.y1.21.4) o Calt) =% Ynozn th)

Cl(tm) = C(X1’ ylizl’tm) Ch (tm) = C(Xn ' Yn14n ’tm)

 Monitorare la concentrazione dei pesci nel tempo a bordo di una
barca che viene trasportata dalla corrente d'acqua senza
scorrimento relativo traduce un punto di vista lagrangiano: si puo
ottenere un insieme di valori ad mistanti temporali

C(tl) = C[Xp(t1)1 yp (tl)izp(tl)’tl] C(tm) = C[Xp (tm)l yp(tm)’ Zp(tm)’tm]

 Monitorare la concentrazione dei pesci nel tempo a bordo di una
barca a motore che segue un percorso arbitrario traduce un punto
di vista generale: s puo ottenere un insieme di valori ad m istanti
tempor ali

C(tl) = C[Xobs(tl)’ yobs(tl)’zobs(tl)’tl] e C(tm) = C[Xobs(tm)’yobs(tm)’zobs(tm)’tm]
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3. Equazioni di bilancio in forma integrale

 Le equazioni di bilancio scritte in forma lagrangiana coincidono
sostanzialmente con i principi di base della Fisica cui fanno

riferimento

» & considera una massa che non varia nel tempo
= gli scambi avvengono solo per meccanismi " non awvvettivi" (senza
scambio di fluido) cioe di tipo " diffusivo"

» Leequazioni in forma euleriana possono essere ottenute da quelle in
forma lagrangiana aggiungendo i termini di "flusso" attraverso le
superfici delle aperture che collegano il sistema all'esterno
= s devono aggiungere i contributi dovuti all'ingresso e all'uscita

di fluido

= infatti, il fluido entrante o uscente trasporta con s massa,

guantita di moto, energia, ...

. Bilancio di massa:

Per definizione, la massa di controllo non perde né acquista massa. Si
considera un sistema aperto con N; luci di entrata ed uscita del fluido

Forma Lagrangiana

Forma Euleriana

DM _

Dt

Con D/Dt intendiamo la derivata

sulla“massa di controllo” (d/dt).,.

™M :%—jp\TvDﬁdS
dt Dt S
N
[pwmds=-Y W,
S =1
(assumiamo W, >0 se entrante)
dM 2

j
dt o

j

Il termine j,amﬁds rappresenta il netto dei contributi in uscita della
S

massa. Scritto per N; luci di comunicazione con |'esterno viene

espresso come somma di portate.

Per un sistema continuo s ha:
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Massa

Volume i
. di controllo
di cont% /d?:/l DM
1 N dt ==——dt + (o, WA —p,W, A, )t
PV Agdlt

1 2

. Bilancio di quantita di moto

Per la massa di controllo, I'equazione si riduce alla 2* Legge della

Dinamica
Forma Lagrangiana Forma Euleriana
d(MW) _ D(Mw) | U,
7 o Ne = +> W W,
D(MW) _ y DW _ 55 ¢ dt Dt Jzzll I
Dt t =

- N . N;
d(MW) - Fk +ZW]W]

dt - —

k=1 j=1

M assa di
controllo

2

Volumedi
controllo

N
>

X

Da un punto di vista euleriano, si ha:

Ne - N

D Rt WW,; =0

k=1 j=1
Questa relazione esprime che, non variando la quantita di moto nel
tempo, forze e contributi in entrata ed uscita si devono fare equilibrio.
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L eforzein gioco sono quelle di pressione sulle due aree ter minali
equelledelle pareti. Trascureremo il peso (ad €s., Curva orizzontale).

NZF:Fk,x: PA — PoAy cosO+ F ZFky —pyAySingd+F,
I contr|but| In ingresso ed uscita sono dati da

ZW W, = O AW = 0, AW5 cOSE ZW W, = =0, AW5 Sind
Si ha qumdl

ZFkx+ZWW =0= pA- p2A2005‘9+Fp,x+,01ALV\ﬁz—,02A2V\/§C086’:O

j=1
ZFk,y+inwj,y =0=>-p,ASind+F, , — 0,AW; SING =0
Leforze d_i parete_agenti sul fluido sono:
= P2y COSO — PyA + o AW COSE — P AW
= PoAySING + P, AW Siné
Le forze applicate alle pareti del condotto dal fluido sono uguali ed

opposte a quelle applicate dal fluido al condotto:

Ry = =Fpx R, =-Fpy
In forma lagrangiana, considerata una massa che attraversa il
condotto, potremmo considerare le forze ad essa applicate in ogni
configurazione come responsabili della variazione della sua g. di moto:
* pressione
» sforzi tangenziali
° pe&)

L’equazione di bilancio della quantita di moto in forma integrale
euleriana puo esser e scritta con maggior e gener alita:
%va\/dv +jSprmds= L, f_dS +L,0§dV
e contributi in forzesuperficiali  forzadi massa

ingressoed
uscita

in cui fg rappresenta la forza superficiale specifica agente
sull’elemento di superficie ds.
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» Bilancio di energia (termica + meccanica):

Per lamassa di controllo si hail 1° Principio della Termodinamica

S considera I'energia totale, termica piu  meccanica,
E:Me:M(u+W2/2+gz)

Forma Lagrangiana Forma Euleriana
DE DQ DL dE DE i W2
= B —=——+>YW |u +—-2+gz
o) B (B | 0
Dt dt albero dt f.normeali dt f tang. E:E_ij(pv)j
j:
DQ _(dQ dQ
E:(Ej (E) DQ _dQ
& oen Dt dt
dE_dQ_du
d dt dt

j=1
d_E:(d_Qj +(d_Qj
dt \dt Joo \ dt Jgen
1 T 5 e )

dt albero dt f.normali dt f tang.

N, WA
) 0+ o () |

N W2
En P,

j=1

Il lavoro di pulsione e il prodotto pv e rappresenta il lavoro fatto sul
sistema o0 sull’esterno quando il fluido attraversa una delle luci di
INngresso o uscita. Si ha:
—
pdV = pwAdt = (pv)owAdt = (pyWdt —— h =entalpia=u+ pv
L
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Un modo equivalente di vedere le cose € scrivere direttamente il
bilancio per un sistema continuo:

d do dL
—LpedV = = - = —I (e+ pv)owds
dt dt dt S
Hf_J ¢ ~~ . -
variazione variazionetemporale  variazionetemporale trasportodell’energia
temporale dellaquantita del lavoro verso dovuto al moto del fluido
dell'energia di calore |'esterno in uscita

2
. ) W
N CuUl e:u+7+gz.

Per un sistema stazionario con una entrata ed una uscita si ha:

dQ dL w2 R
—~-—= V+Uu+—+0z |owlfidS
dt ot S[p 2 g)pN

dQ dL w5
d—?‘a:{pzvz Uy +72+922}N‘{MV1+U1+%+921}W

Dalla conservazione della massa si ha infatti: W, =W, =W. Per un
fluido incomprimibile, dividendo ambo i membri per W, cioé
ragionando in termini di una massa unitaria che fluisce nel sistema
(punto di vista lagrangiano) s ha:

_ L2
Q‘|:p2 pl"’uz‘ul"‘w% V\ﬁ+g(22_zl)
Yo, 2
P2= Py, Wo —W
-1 =+2 + 2 V\ﬁ“Lg(Zz‘Zl)"' Uz —Uy = ¢
differenza tra

['aumento di energia interna
ed il calore ceduto

=gH_
Il termine gH, rappresenta la perdita di carico derivante dalla
conversione di energia meccanicain termica.
Per fluido incomprimibile ed inviscido in assenza di lavoro s ha:
P2~ p1+W§_W12
Yo, 2
che rappresenta una forma del teorema di Bernoulli per fluido
incomprimibile ed inviscido:

1 1
I01+§p\/\'12 P9z = P, +EpW§ +pgz, = cost.

+ 9(22 ‘21):0
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Esso stabilisce che;

La somma della pressione, dell’energia potenziale per unita di
volume e dell’energia cinetica per unita di volume e costante in tutti i
punti di un tubo di flusso elementare di un fluido non viscoso,
incomprimibile ein condizioni di regime.

Si puo esprimer e anche nella for ma:

z + P = cost
-
e L2 23
geometrica alezza altezza

piezometrica  cinetica

Applicazioni ddl T. di Bernoulli per fluido incomprimibile:

a) Variazioni di sezione in condotti
Dal T. di Bernoulli si ha

1 - _1 5
T Rt

1 > Per la conservazione della massa in condizioni stazionarie

A

\ e I A A
Percio:

2
pz=p1+%p(\/\ﬁz—W§)=pl+%wvl{l—(%j
Percio in un allargamento (diffusore) la pressione aumenta
grazie ad una corrispondente diminuzione di energia cinetica.
Dalle formule precedenti si nota che in un restringimento la
pressione diminuisce perché I|'energia cinetica aumenta (basta
invertireil verso della velocita).

> P

b) Il tubo di Venturi

Lo scopo € misurare la portata nel condotto sulla base della
variazione della pressione. Si ha ancora:

2
1
—\/ pz—pl:prf[l—(Alj }<O
1 2
Essendo Q =W A cambiando segno si ha

. 1@ (Aljz _ 20p
Ap=p - pP=-p ||| ~1[=Q=
; /JAZ }‘ Jp(]/As-wf)
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c) Il tubo di Pitot

Lo scopo € misurare la velocita della corrente

5 Annulus fluida. In Slavelocita € nulla per cui:
S < b= PP+ p
Corren ™ P )
te — > | forellini sull’annulus permettono la misura
Tubo di p in2mentre pg @misuratoin 1. Sene
Foro laterale deduce w.
nell’annulus 9
1

d) Teoremadi Torriceli
Si deve calcolare la velocita di uscita di un
getto d’acqua proveniente da un recipiente

con un’apertura. Applicando il T. di
1 Bernoulli tralesezioni 1 e2 s ha:
1 1
h patm+pgzl+§mf = patm+pgzz+§ﬂ/v§
Essendo
s ha
W, =,/2gh

e) Portanza su di un profilo alare
Il fluido si muove piu velocemente lungo
—> .- - |a parte convessa e piu lentamente lungo
- m quella concava.
La pressione percio € piu €elevata
sulla superficie inferiore che su quella
superiore, dando luogo ad una forza diretta verso |’ alto (portanza).

f) Corpi rotanti in correnti fluide
. Un cilindro rotante in una corrente di fluido
— @ tende a fare aumentare la velocita del fluido su
— di un lato e a farla diminuire sull’altro, con un
corrispondente effetto sulla pressione che da
luogo ad una forza trasversale.
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« Momento della guantita di moto

Dalla Fisica Generale sappiamo che la derivata temporale de
momento angolare di un sistema e pari al momento delle for ze agenti
su di

—

dk _ -
—=m
dt
Nel caso di un punto materiales ha
K =F x MW e W=FxF

in cui il ssimbolo x indica il prodotto vettoriale.
Una relazione analoga vale anche per i fluidi ed € importante nel

caso di sistemi rotanti (pompe, turbine, ecc.). Essa puo esser e ottenuta
in analogia al bilancio di quantita di moto

%LFXp\TvdV +[ PxWpwmds= | Fx fds+| Fxpgdv

contributiin forzesuperficiali forzadi massa
ingressoed
uscita

Nel caso di sistemi che ruotano intorno ad un’asse (ad es., pompe,
turbine, ecc.) in cui una portata di fluido entra ed esce dal sistema a
raggi divers, in condizioni stazionarie, trascurando |’ effetto del peso
s ha:

variazione
temporale

[ FxwpwihdS= [ FxfdS

contributi in forze superficiali
ingressoed
uscita

Il secondo membro di questa relazione, rappresentando il momento
delle forze agenti sul fluido, puo essere interpretato anche come il
momento (“coppia’) % che & necessario applicare per mantenere in
rotazione con velocita angolar e costante il sistema.

Il primo membro rappresenta invece la variazione del momento
angolare dedl fluido traingresso ed uscita.
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Con riferimento alla figura, nell’ipotes di flusso verso I'esterno
(pompa), la relazione precedente diventa

7

= pQ(rZWZ,t - r1W1,t) (*)
in cui Q e la portata volumetrica che
attraversa il sistema e w, e w,, sono le

velocita tangenziali assolute del fluido al
raggio intero ed esterno.

Il motivo per cui solo le velocita
tangenziali compaiono nella formula e
ovviamente legato al fatto che Il
momento della quantita di  moto
rispetto al punto O, essendo definito
come il prodotto vettoriale del raggio
vettore per la quantita di moto, non €in
alcun modo influenzato dalla presenza
di una componenteradiale. S ricorda infatti ches ha

F W =rw[sing|
incui ¢ el’angolo compreso trai duevettori. Laformula ) Sl prestaa
trattare cas divers, includendo quello di una pompa (v. figura) o di
una turbina, in cui s puo pensare che il flusso avvenga dall’ esterno
verso |'interno:

« nel caso della pompa, il momento applicato alla “girante” e
“motore”, in quanto concor de alla velocita angolar e di rotazione

* nel caso della turbina il momento applicato al “rotore” e
“resistente”, in quanto discor de con la velocita angolare

Nel primo caso, infatti, il fluido riceve energia che verra
opportunamente trasformatain un carico di pressione; nel secondo eil
fluido a cedere energia per mantenere in rotazione il rotore soggetto
ad un carico esterno (ad. es., coppia di una macchina elettrica)

Molti problemi possono essere risolti in base a considerazioni
simili alle precedenti. Nel caso di turbomacchine, e consigliabile
disegnarei vettori che rappresentano le velocita del fluido sia assolute
e che relative in modo da comprendere esattamente le loro mutue
relazioni, consider ando anche la forma delle palette.
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4. Equazioni di bilancio in forma differenziale

e Bilancio di massa

Considerato un volume V delimitato da una superficie chiusa S, la
variazione della massa nel tempo € uguale al flusso del fluido

attraverso la superficie esterna.
d 0p ~
—| padVv =| =aV =-| pwlidS
al PV =% J

S
ovvero

jv‘z—fdv + [ puHdS =0
S

v Applicando il Teorema ddla

divergenza (di Gauss) s ha:
[pwiiids = [ O ipwdv
S \%

Per cio:
op _
— +0pw|dV =0
I % +omw
Poichéil volume considerato € arbitrario, deve esser e

op _
—+Upw=0
ot P
Nell’ equazione s riconoscono:

* il terminedi variazionetemporale;

* il terminedi flusso legato al moto del fluido.

S ha:
ljwza,aNX+6,aNy+a,aNZ:p an+<9wy+awZ +Wxa—'0+Wy ,0+Wza_p
0X ay 0z ox oy z [0)4 y 0z
=pOlw+wlOp
Percio, s ha:
% | O+ Wp=0 = Dm:—l(@ﬂfvﬂﬂp]:—l%
ot p\ ot p Dt

Per fluido incomprimibile si ha dunque:
Olw=0
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Questa equazione ha un significato intuitivo:

in un fluido incomprimibile la
\/v somma delle portate entranti in un

volume infinitessimo € uguale alla
VARN somma delle portate uscenti

ow.
A KWZ + azz dz jdxdy

I
/
W,
w&dxdz g/, X oW
— ——{Wy + a—y dy ]dx dz
y
ow. Vi N
w, + —=*dx |dydz >
( X ax j y / T y
X
w, dx dy

ow, 0w, 9w
+ +
ox o0y 0z

« Bilancio di guantita di moto
Riprendiamo I’ equazione scritta in termini integrali

%Lp\fvdv +jsw,owmds: L f.ds +Lpng
ar

%f_/
contributiin forzesuperficiali forzadi massa
ingressoed

uscita

variazione
temporale

Le forze agenti sulla superficie esterna del volume possono essere
calcolate tendendo conto che in un continuo deformabile gli sforzi
locali sono rappresentati dal tensore degli sforz di Cauchy

|l tensore degli sforzi, & & costituito da 9 componenti o;

Ux,x g Ux,z

X,y

g= ay,x Uy,y Uy,z

Uz,x o az,z

zy
che rappresentano gli sforzi agenti sulla superficie la cui normale é
parallela all’assei-essmo nella dir ezione positiva dell’ asse j-esimo
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0o
g, ,+—2tdy

oy

N doy dy

qa-
y

N
>

y.y

aay,x dy

o. .+
X X oy

La figura riporta le componenti del tensore degli sforzi sulle
superfici ortogonali all’asse y di un volume elementare. Sulle altre
faccela distribuzione € simile.

S nota che sulla faccia che ha normale opposta al versore
dell’asse le componenti del tensore sono dirette in senso opposto ai
rispettivi ass.

Nonostante le componenti del tensore siano 9, solo 6 sono
indipendenti perché il tensore e simmetrico; se cosi non fosse
potrebber o sorger e accelerazioni angolari infinite:

0ij=0j,;

Laforza per unita di area agente su ogni superficie S di normale

i €
fo=A (&

Se s esegue quindi un bilancio per la quantita di moto lungo
I’asse x in un volume elementare di spigoli dx, dy, dz, che si esprime
nella forma:

nettodei contributi
=—| avvettivi (inuscita) della |+

[variazi one temporalej
g.di m. lungo x

sommadelle forze
della g.di m. lungo x

agenti sul sistema

| contributi avvettivi sono rappresentati dalle portate in ingesso
ed uscita da ciascuna faccia del volume elementare per la velocita
lungo x.

L e forze agenti sul sistema sono la forza di massa eil netto delle
forze superficiali.
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L e figure seguenti chiariscono la situazione.

00, «
N (au + . dz]dxdy

g, xdxdz ) Fanmm O xaydz
oo / / Y,
(UX,X + X dxj dydz —~/ A g

[3)4 ".‘\ 0 Uy y
Oyx*t = dy |dxdz
X ’ ay
o, ydxdy

Forze superficiali agenti sul volume elementare nella direzione x

Az T

Wy Wy, dydz | { O, W, + % (o, W, )dz} dxdy
TITILL S »’.’ __)\ a
/ { PNy W, + FY (,owywX )dy} dxdz
PN, W dxdz /A Y, y
0
2 |::0WxWx + ax (IOWXWX )dX} dydz
W, dxdly

Contributi avwettivi (dovuti al moto del fluido) alla quantita di moto lungo x
nel volume elementare

9
S low)dxdydz

= y

N,
>

09, dxdydz

X

Variazione per unita di tempo della quantita di moto lungo x

e contributo della forza di massa lungo x nel volume elementare
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Risulta quindi:

0 0 0 0
a(pwx)dxdydz: —&(pwx W, )dxdydz—a—y(,owy W, )dxdydz—E(,owz W, )dx dy dz
00, «

00, « 00, «

+ dxdydz+

dxdydz+

I dxdydz+p g,dxdydz
e quindi

0 0 0 0

a(pwx)-}' &(,OWX Wy )+a_y(:0Wy Wi )+§(,0WZ Wi )

\ﬂ/_—/

variazione

differenza tra gli apporti dellaq.di m.lungo x iningresso ed uscita

temporale  ggalle superfici normali agli assi coordinati del volume elementare
dellag.di.m.
lungo x
00 0o 0o
— XX 4 Y, X + ZX 4 09,
0x oy 0z =2
forza peso
variazionedelle componenti di & per unitadi volume
lungo x sulle superfici del volume lungo x

elementare

Il primo membro dell’ equazione puo esser e elabor ato come segue

0 0 0 0
a(pwx)"-&(pwxwx)+a_y(pWny)+£(szWx)
0 oW, 0 ow.
:Wxa_f+:0 a'[x +Wx&(pwx )+/0Wx aXX

0 oW, 0 oW,
+Wxa_y(pwy )+:0Wya_y+wx£(pwz )+:0W

Z 0z
0 0 0 0
:Wx{a_lto"'&(pwx )+a_y(:0Wy )+E(IOWZ ):|

o “ox Yoy ‘oz

=wx[‘;—f+mmpw)} +p[";{x+wmwx}

{ ow, ow, ow, ow, }
+p

=0 per |'equazione =derivata lagrangiana
di continuita di w,
Percio sl ha
Dw, 00 00 00
0 X — XX 2.3 Z,X

+
Dt ) oy oz P

e, considerando tutte le componenti,

—

Dw —
— =& +pg
th Pg
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La precedente rappresenta la forma lagrangiana dell’equazione del
moto equivalente alla seconda L egge della Dinamica.

Scritta per componenti I'equazione assume la forma

P oW, fw, oW, w, oW, fw, ow, |_ 00y« . 00y 4 . 00, 4 + o,
ot 0x oy 0z 0X oy
0 0 0 ]
0 ﬂ+wx Wy + W, Wy +W, oWy | _ 0%y , 09yy , 994y + 09,
ot 0X oy 0z [0)4 oy
P ow, fw, ow, w, W, fw, ow, | _ 00y, . 00y, N d00,, + r,
ot 0X y 0z 0x oy 0

In fluidodinamica il tensore degli sforzi viene poi decomposto in
una componente viscosa ad una di pressione;

JX,X
Jg=|o

Oyx,y

yx 9

O-Z,X

Y.y

Oy

g=7-pl
Ox,z Iux Txy
Oyz |=|Tyx Tyy
Ozz| |Tzx Tzy

Z-Z,Z

La componente viscosa, 7 € nulla seil fluido non € viscoso 0 non €in
moto. La componente di pressione e diversa da zero anche in

condizioni statiche.

Sostituendo nelle precedenti sl ha:

P oviy + W, oW, +W, oW +W, W | OTx.x + Oy + 97, x
ot ox 7 oy oz | ox  ay 0z
5 ow,, W, ow, +Wyaﬂ+wz ow, _ 07y y +6ry,y . 0T,y
ot 0X ay 0z | 0x oy 0z
P ow, + Wy v, +W. %"'Wz oW, | - 0Tz + 9y, + 0T,
ot ox 7 oy 0z | ox 9y o0z
chein forma vettoriale diventa:

DW_ -
== =0F-0p+pg
P oy p+pg

op

——=o T Ax

E’ interessante notare che per w=0 sia ottienelalegge di Stevino gia
vista nella statica dei fluidi:

Modelli Matematici per il Moto dei Fluidi

Op=pg

Corso di Termodinamica e Termoidraulica - 11° Anno Ing. Scurezza Industriale e Nucleare

21



I nvece, per fluido inviscido (? :0) s ottengono le equazioni di Eulero:

—

P = —[p+pg
Dt

Da queste equazioni € possibile ottenere una forma generalizzata del
teorema di Bernoulli valida per fluido comprimibile lungo una linea di
flusso o tra due punti qualungque in moto seil moto e irrotazionale:

W%—\N12+ 2%

2 1 p

Le Equazioni di Navier-Stokes
Se il fluido € viscoso, newtoniano e in moto laminare esiste una
relazione lineare tra la componente viscosa del tensore degli sforzi ele
derivate spaziali della velocita.
Per meglio comprendere la forma riflettiamo sul modo in cui il
fluido si deforma eruota per azione degli sforzi cui € sottoposto.
Dato I’elemento infinitesimo di

y A aw fluido quadrato in figura, le
&+ ayx dy rotazioni (in senso antiorario)
B, da e dgB de lati inizialmente
sugli assi coor dinati
dy aw nel’intervallo di tempo dt
da w, +a—xydx sono date da:
N\ A
Wy \; dlfix / <>
WX
do = —wa + Oy dyjdt - det} 1 dB = Kwy + %dx]dt —Wydt} 1
oy y [0)4 95
postamento v nfinitesimo 130010 spostamento relativo infinitesmo ' 299
del vertice inizialmente in (0,dy) del vertice inizialmente in (dx,0)
cioe
da = - M g d5="" g
oy 0X
L e velocita di rotazione dei due lati sono quindi:
da _ _ow, dg _ ow,
dt  ay dt  ox
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La velocita di rotazione media dell’élemento in senso antiorario e

quindi:
_(d_a %j__ oWy _ owy
2\ dt dt 2 ox oy

L a velocita di deformazione media dell’ elemento e invece
1(%_(1_0,):£ %4_%
2\ dt dt 2 dy ox

Il tensore gﬂ (i,j =1,23) puod quindi essere decomposto in una parte
X.
J
simmetrica, che esprime la deformazione dell’elemento di fluido, ed
una antissmmetrica, che ne esprime la rotazione

ow _1[ow , oW | 1fow 0w, _—
—t QJ+Q (I’J_Xiyiz)
6x 2 ox;  Ox 6x 6x,

€. =8 Qi =-Q;; (Li=xy.2)

Per un fluido newtoniano in moto laminare s assume che esista una
relazione lineare tra la componente viscosa del tensore degli sforz ed il
tensore di deformazione. La forma completa di questarelazione e

2 .
T =218 +[u -5@(5 w3 ;  (.j=xy.2)

in cui ' édetta bulk viscosity che & nulla per gas monoatomici, piccola
per fluidi densi e viene generalmente trascur ata

Introducendo questa formula nell’equazione di bilancio della

quantita di moto
Dw

—=0F-0p+
th pP+pg

s ha (si pone ' =0)

Dw, _ odp,6 0., ow, 2 }
=——+— ——p(O v
P Dt [0)4 GX[ H 0X SH( )

L0 HGWX+0& L0 u(awarawzj +pg
dy| | ay  oOx 0z| \ 9z  0Ox X

ed analoghe per le altre componenti
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Assumendo ora chela densita e la viscosita siano costanti, s ha:

H=cost. = 4 Mo =L 4 o, p=cost. = 0OMw=0
0% 0%
2 2 02w 2 2
DWX:_G_D+2“0 VZX +ua VZx+u y+u5 V\2IX+Ha W, +p g,
Dt 0X X oy dyox 0z 0z0

Dw, __dp, [azwx +62WX N azwxj

Dt X x> ay? 072
0 (ow, OwW, aw
+ | —X Y+ 22 |+
lJax( ox  ay 62] P
=0[W=0
DWX 6p 2
o =——+ull°w, +
percio P Dt ox M x T PYx

e, in forma vettoriale, s ha

—

Dw _ 2 -
pﬁ_ HU"W-0Up+pg|  (eq. di Navier-Stokes)

¢ Le condizioni al contorno con una parete rigida e impermeabile in
moto con velocita sono quelledi “no dlip” cioe nessuno scorrimento

¢ E’ importante riconoscere il significato del termini che appaiono
nelle equazioni

Dw . _
— = pow - Op +  pg
—— ter mine dovuto ter mine dovuto ter mine dovuto

terminedi inerzia glle forzeviscose alle forzedi pressione allaforza di massa

¢ In assenza di sforzi viscosi (viscosita trascurabile) s ottengono
nuovamente le equazioni di Eulero

—

Dw _
P —Up+pg (eq. di Eulero)
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Applicazioni delle equazioni di Navier-Stokes

Moto di un film libero su piano inclinato

» Un fluido incomprimibile scorrein moto laminare stazionario lungo
una piastrainclinata

« Essendo, evidentemente, Wy =W, =0 |'unica equazione rilevante &
quellarelativa all’asse z

ow, ow, ow, ow, op 2
+ W + W + W =——+ull“w, +
p{ ot  “ox Yoy oz o7 N e TPY

« La parete e molto larga rispetto allo spessore del film ed e
sufficientemente lunga da rendere rappresentative le condizioni
asintotiche, cioe

ow, _ 0 ow, _ 0
oX 0z
. op 0w
h -+ Z 4+ =0
dacui s ha 3z M oy P9,

S assume, inoltre, che la distribuzione di pressione ne film sia
uguale a quella (idrostatica) nel gas esterno
op _

E‘pggz =pggcos6
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* Si ha, dunque

d2
H d;/’ZZ =—(p—pg)90089
* Integrando s ha:
P—pP,/gcoso
Wz(y):_( 2 y? +Cry+C,

2|

» Lecondizioni al contorno esprimono la condizionedi “no-dlip” sulla
pareteedi film libero per y =0 = spessore del film

dw,

0)=0 =7(0)=0
w,(0 ALY
P—pP,)gcoso
da cui C,=0 Clz( gd 5
L - 22 7
e quindi w, (y) 2 5 52
Si haanche:

_ 0w, _ y
T,.(y)=n ayz —(p—pg)gcoseé(l—gj

e Mediandosu 0<y<9,sd ha:

_ 1 _(p—pg)900395 y y?
W, _S OWz(y)dy_ 2” IO 28_6_2 dy

_ (p‘pg)QCOS% y2 y® ° _ (p—pg)g cos0 &2
] 2| { 0 362}0 i 3u

 La portata per unita di perimetro della piastra e il numero di
Reynolds del film sono dati da:

plp- py)acosas® ar
3u !

M= pW,0=
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Moto di Poiseuillein un tubo circolare

o S tratta del moto stazionario di un fluido incomprimibile in un
tubo inclinato, lontano dalla sezione di imbocco, in condizioni di
simmetria assiale. S ha:

W, =wy =0 M, _ Wy
o b 0z
* Siha, percio:
0
—a—E+HD2WZ+ng:0
oVVero
10( ow,) adp
N r = —_
Hrar( arj oz Po°
» Ponendo
P =p-pg,z

s elimina formalmenteil termine gravitazionale ottenendo

,U} d (r dwzj:a/oz/%—/%
r dr dr 0z L

in cui si @ assunto implicitamente cheil gradiente di pressione non vari
conr ez
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* Integrando, s ottiene

_ 2 _ 2
raWZ _ /9|_ /90 r +C1 WZ(I'): /9|_ /90 r
or ML 2 ML

+C,Inr +C,

 Lecondizioni al contornorichiedono
w,(r) limitata perr =0 e Ww,(R)=0

da cui s ottiene

_/QL _/90 R2 :/Oo_pL R2

= C, =
€1=0 2 uL 4 uL 4
(/90-/9|_)R2 r?
indi W,(\I) = 1-
e quindi z( ) AnL R2
» Losforzoditaglio édatoda
dw, _ K-A
r.(r)= z=-"0 "Ly
a(r)= 2= =00
» Laveocita massima e quella media sulla sezione sono date da
ho- PR
e = ,(0) = L2 71)
2 2 3
W, = 12 IR(/%_/QL)R 1_r_2 21Trdr:—(/90'/9L)jR r—r—2 dr
mR-"0  4plL R 2uL 0 R
_B-A)R_R ) _(A-AIR
2uL 2 4R? 8uL
» Laportatavolumetricarisulta quindi
_ P -1 )R
Q=TR’W, = L 08pt) (legge di Poiseuille-Hagen)

S nota che nel moto laminare in un tubo la portata e
proporzionale alla caduta di pressione, cosa che permette di stabilire
un’analogia con la legge di Ohm per la conduzione elettrica
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» Per lavalutazione pratica delle perdite di carico per attrito distribuito
in condotti di solito si fa uso di formule del tipo

AP f1 o, L1

— = ——pW = AP =f—=pw i

T 5P P 55PWz|  (formulad
Darcy-Weisbach)

incui f eil fattoredi attrito (o di Darcy-Weisbach)

« Dallarelazioneper W, s ha
(-A)_8uw, _8u 4 w2 = 04 11 oo

L RZ  pPW, sz Z pw,DD2 ?
per cui in moto laminarein un condotto circolare s ottiene
f= Gfu - & (legge di Poiseuille)
pw,D Rep

e Vi e un’altra definizione di “fattore di attrito” che viene detto
fattore di Fanning

Ty = f’%pv_vzz

» Larelazione con il fattore di Darcy-Weisbach puo essere ottenuta
da un bilancio di forze agenti sul fluido. Si ha:

D2
mDLt,, = (% - A Jn—
4 L
/9 _/9 D < >
.[W -0 - L Z /90 /QL
N -
'EpV_VZ_iEpV_VZB f':i
2" D2 ‘4 4 -
« Per sezioni di tubo diverseda quella Tw
circolares pone
D = 4A _ 4xarea
® N, perimetro bagnato

sulla base del quale s valuta il numero di Reynolds da introdurre

nella formula di Poiseuille con coefficiente appropriato (# 64)
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Attivita proposte:

1. Risolvere nuovamente gli esercizi precedenti applicando bilanci di
forze a volumi di fluido opportuni ed utilizzando la legge di Newton
della viscosita. Verificare che i risultati coincidono con quelli
trovati tramite I’ applicazione delle equazioni di Navier-Stokes.

Suggerimenti

* Neé caso di film su piastra piana considerare un parallelepipedo
a base rettangolare con profondita unitaria (ortogonalmente al
piano del disegno) ed altezza infinitessmalungoy

* Neé caso del moto alla Poiseuille considerare un guscio cilindrico
di spessor e infinitessmo concentrico all’ asse del condotto

2. Risolvere nuovamente il problema del film su piastra piana
introducendo uno sforzo di taglio superficiale 1, e discutere le

distribuzioni di veocita ottenibili nel film a causa dela sua
variazione.

Suggerimenti

« Assumere imposta la portata per unita di perimetro, I, e
considerare la variazione dello spessore del film e della velocita
in funzione dello sforzo di taglio all’inter faccia.

* Disegnare profili qualitativi di velocita nel film ottenuti al
variaredello sforzo di taglio all’ interfaccia.
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« Bilancio di energia (termica + meccanica)
Consideriamo un volume di controllo V delimitato da una superficie S

=14

PEW
G W
Posto ancora e=u+w?/2+gz s ha:
d _ _
Slpedv == [panmds - [ as +j(aaw)mds+ jq"'dv
S

\_ﬁ,__d %/_J
variazionetemporale contributo dovuto al contributo del contributo delle contributo della

dell'energiainV fluido in entrata e uscita flusso termico forze superficidi potenza termica

conduttivoin uscita per unita di volume

Applicando il teorema della divergenza ed eliminando con le solite
considerazioni I'integrazione sul volume arbitrario V, s ha

dlpe = = o
dee) g foew) =- oDm + ofemw) + o ()
= contributo dovuto al contributo del  contributo delle contributo della
variazione temporale moto del fluido flusso termico  forze superficiali potenza termica
dell'energia in VvV conduttivo per unita di volume

Decomponendo il tensore degli sforzi nella componente di pressione ed
in quelladi attrito

DEﬁc:rm):ﬂEQ%DV\'/)—DEﬁprm)zDEﬁ%EW/)—DEQpW)zﬂ[ﬂ%EW)—D[QM

pv=l
s ha
dipe _ - ) oo
S~ contributo dovuto al contributo del  contributo delle contributo della
variazione temporale moto del fluido flusso termico  forze superficiali potenza termica
dell'energiain vV (con lavoro di pulsione) conduttivo di attrito per unita di volume

Riprendendo la (°), il primo membro puo essere riformulato facendo
uso dell’ equazione di continuita

008 , 1 o) 20+ 02 1 o) ot d -+ 0 ot 0 5o
po +DEﬂpeW)—eat+pat+eDEﬂpw)+waDe— at+D[ﬂpw) +pat+waDe

=0, per |' equazione :pge
di continuita Dt
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per cui

De n = m
2¢ - om' o+ odém) + g
== contributo del contributo delle contributo della
derivata lagrangiana  flyssp termico  forze superficiali  potenza termica
dell' energia conduttivo per unita di volume
e tenendo conto della decomposizione del tensor e degli sfor zi
De — - 000
o = =- o + Offm) - odew) + g ()
R contributo del contributo delle  contributo delle contributo della
derivata lagrangiana  flusso termico  forze superficiali  forze superficiali ~ potenza termica
dell' energia conduttivo di attrito di pressione per unita di volume

|| nostro scopo € ora giungere ad un’ equazione di bilancio dell’energia
ter mica.

Per fare questo, sottrarremo membro a membro all’ equazione di
bilancio dell’energia totale (termica + meccanica) un’equazione di
bilancio dell’ ener gia meccanica

Questa e ottenibile da quella dela quantita di moto
moltiplicando scalar mente ambo i membri per la velocita

p%‘;"ﬂw: (0 F)w-Dpow+ pg w
D (w? _
—| — |=\00)0v-0Op v+ pg LW
o o | = ort)m- o

Tenendo conto che

g=-0(gz)
eche

0

—\gz)=0

- (@)
s ha

_ - D
pg W = ~pw(I(gz) = ~p— (0?)
e quindi
D ( w? - . e . .
Poel 5 * 92" (D Ef)BV\‘/— Opw (bilancio di energia meccanica)
Sottraendo membro a membro questa equazione alla (°°°), s ha:
bu - oy o+ ofiw)-(d)w - pom o+
o contributo del potenza meccanica per unitadi volume potenza per unita potenza termica

var iazione temporale flusso termico  dissipata per attrito in energia termica  di volume delle forze volumetrica
dell’ energia termica conduttivo = di pressione
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einfine

p%:_mm!!+¢_pljm+qﬂl
Ricordando che e
W= _lt@ﬂfv[ﬂ]pj:—lgzlﬂ
p\ ot p Dt v Dt
s ha
Du Dv
—:_D n+cD_ 4 m
p Dt L4 PP Dt q

Introducendo a primo membro I'entalpia in luogo dell’energia
interna, s ha

D Dh D Dh D D
u:p[ _ (|OV)}=p _Dp__Dv

’bt Plbt Dt Dt Dt "Dt
e quindi
Dh Dp n m
—=—-0 +¢P+
"Dt~ bt = d

Poiché |’entalpia € puo essere considerata funzione della pressione e
dellatemperatura, si ha

h=h(pT) = Dh:(ahj DT_{@) Dp

Dt \oT/, Dt |dp); Dt
ovvero
D_hchﬂ+ V(l_BT) %
da relazioni
termodinamiche
Per cui
DT n m Dp
c,— =-0 + P+ + BT —
PCo oy 6] q"+p Dt

L’ultimo passo e ora introdurre la legge di Fourier della conduzione
che definisceil flusso ter mico conduttivo

Ge =-kOT
e tenere conto dell’eventuale flusso termico dovuto all’irraggiamento
dr , ottenendo quindi

DT Dp
c,— =00kOT)-0@, +P+q" +BT —
pe, = OHKOT) = 01E; + @+ " +pT —
Normalmente, il termine contenente la pressione, quello di

dissipazione per attrito e quello di irraggiamento possono essere
trascurati, ottenendo

Modelli Matematici per il Moto dei Fluidi 33
Corso di Termodinamica e Termoidraulica - 11° Anno Ing. Scurezza Industriale e Nucleare



DT
c,— =00kOT)+qg"
Py ¢ {kOT)+q
Nel caso di un fluido non in moto, o di un solido, con conducibilita

termica uniforme s ha:

oT _,
Cp - =kOT +q"
PCy . q

cherappresentala cosiddetta Equazione del Calore.

L’ Equazione di Bernoulli generalizzata

Dalle equazioni di Navier-Stokes, proiettate lungo una linea di flusso, €
possibile ottenere una forma generalizzata del teorema di Bernoulli,
valida per fluido comprimibile, viscoso, in presenza di lavoro
scambiato con |’ esterno:

w2 -w?  2d
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in cui:

 1e2sonolesezioni amonte e avalle (nel senso del moto del fluido)
del tubo di flusso considerato

» |, rappresentail lavoro per unita di massa prodotto verso I’ esterno
(positivo per unaturbina e negativo per una pompa)

* |; rappresenta l’energia meccanica perduta per attrito per unita di

massa ed e sempre positivo

Il termine I, costituisce una perdita di carico per attrito e viene talora

espresso in termini di una diminuzione di altezza, nel senso gia visto
per la somma delle altezze piezometrica, geometrica e cinetica:

l¢ =gH,
incui H_=[m|.

Come abbiamo visto, la legge di Poiseuille permette di valutare
tale perdita di carico nel caso di un fluido laminare in un condotto
cilindrico in termini di una equivalente perdita di pressione.

Impareremo a valutare tali perdite di carico anche per moto
turbolento in tubi diritti (perdite di carico distribuite) e in caso di
condotti con brusche restrizioni o allargamenti, curve, valvole, ecc.
(perdite di carico concentrate o singolari).
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